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GRUPO1

1.
Temos que os algarismos pares, ficando juntos podem ocupar 4 pares de posi¢cdes e trocando entre
si, podem figurar no nimero de 2 X 4 formas distintas.
Os algarismos impares devem ocupar as 3 posi¢des restantes, podendo trocar entre si, o que
corresponde a 3A3 = P; = 3! disposi¢des diferentes.
Assim, considerando todas as disposi¢des diferentes dos algarismos pares e impares, temos que o
total de nimeros naturais nas condi¢des do enunciado é: 2 x4 X 3!1=8 x 6 =48 .
Resposta correta:
Versdo 1: B
Versdo 2: D
2.
Temos que:
1
P(X>1nXx<3) P(x=2)+P(X=3) 4%1¢ 5
P(X<3) 1-P(X=4) L9
4
Resposta correta:
Versdo 1: D

Versdo 2: B




Pela defini¢@o de derivada num ponto, temos que: f '( 2 ) = lim2
X —> X —

Assim, vem que:

2 lim 1

lim — 2% 4 lim b —4e 12 PN
=2 f(x)- £(2) x=2 f(x)- f(2) - f(x)-f(2)
x> —2x xh—r>n2 x(x—2)
1 1

o o 4
1 . f(x)=£(2) 1,
xh—I>nZ;Xxh—r>n2 x—-2 2 Xf(Z)

& 1:%><f’(2)><4<:> 1:%><f’(2)<:> 1=2xf'(2)e

= (2)=3

Resposta correta:

Versao 1: C
Versao 2: A

Dado que (gof)(x)=O<:>g(f(x)):O.
Como o tnico zero da funcdo g é 2, ou seja, g(a)=0<:>a=2,entﬁo vem que:
f(£(x)=0e f(x)=2

E, por observacdo do grafico de f podemos verificar que os objetos cuja imagem é 2 pela funcéo

f sdoles.

Resposta correta:

Versao 1: B

Versao 2: C




Estudando a variacdo do sinal da func¢do derivada g" e relacionando com o sentido das

concavidades do grafico de g, vem:

X —o° -10+5=-5 0+5=5 10+5=15 too
2(x) + 0 - 0 + 0 -
g(x) U P.L M P.L U P.L )

De onde se verifica que, o gréifico de g tem a concavidade voltada para baixo em ] -55 [ .

Resposta correta:

Versao 1: C

Versao 2: B

. LT
Seja z= pCng entdo,

T T T T T 3
—SixXx7z==-5i1Xcis—=5cis| —— | X iIs—=35 sl ——+—1=5 1] —=—
l Z l C1S 3 ClS( ) P C18 3 P CIS( 5 ) P ClS( 1 j

Resposta correta:

Versao 1: A

Versao 2: B




. 2 2
A condicdo (x +1 ) + ( y+ 1) <1 representa todos os pontos do Y

plano que pertencem ao circulo de centro (—1, —1) eraio l ea

condicido x+y+22>20&< y=>—x—2 corresponde ao semiplano

fechado superior, determinado pela reta de equagdo y=—-—x—2.

Como o centro pertence a reta de equacdo y=—x—2, entdo a

condi¢do (x+1)2+(y+1)231/\x+y+220 representa o

conjunto dos pontos do semicirculo de centro (—1,—1)6 raio 1.

2r
Pelo que, o perimetro dessa regido é iguala 1+ 1+ - =247,

Resposta correta:

Versao 1: C

Versao 2: A

Resposta correta:

Versao 1: B

Versao 2: D




GRUPO 11

A condi¢do |z - z1| = |z — z2| define o conjunto dos pontos que estd a mesma distancia dos afixos
dos complexos z; € z, ,ou seja, a mediatriz do segmento de reta cujos extremos sdo os afixos de

7y ede z,.
. T . -
Para mostramos que o complexo \/5 C1S Z , que denotaremos por w, satisfaz a condicao dada,

temos que comegar por determinar o complexo z, , uma vez que ndo ¢ dado.

Dado que z; =2 +i e que z; X Z, =4 — 3i, determinemos z,:

wmo—a e A3 _(4-30)02-0) L _8-4i-6i-3
2 X = 9= S 9= (2+i)(2—i) %= 11

5

Temos entdo que z, =1+ 2i, dado que o seu conjugado é 7, =1— 2i.

Passemos w da forma trigonométrica para a forma algébrica:

w:ﬁ(cos%+isen%j<:>w:x/§ £+%i Sw=1+1

2
Verifiquemos, agora, se w satisfaz a condi¢ao dada.
|(1+i)—(2+i)|:|(1+i)—(1+2i)|<:>|—1+0i|=|0—i|<:>l=1,comoobtivem0s
uma igualdade numérica verdadeira podemos afirmar que, de facto, o afixo de w = \/5 Cis% ,

pertence a mediatriz do segmento de reta cujos extremos sdo os afixos de z; e de z,.



2.1.

Tem-se que o ponto C pertence ao eixo Oy, pelo que as suas coordenadas sdo do tipo C (0, yC,O) .
Como C também pertence ao plano ACG, substituindo as coordenadas de C na equacgdo de ACG,
vem:

0+y.—-0-6=0¢« y.=6,entldo o ponto C tem coordenadas C(O, 6,0).
Como D tem coordenadas (0, 4, 0), a medida do comprimento da aresta [CD] é 6-4=2.
Portanto, a medida do comprimento das arestas do cubo € 2, pelo que a abcissa do ponto A é 2 (a

face [ABCD] estd contida em xOy).

2.2.

. . . x-l=z
A condicdo que define a reta r pode ser escrita da forma x —1=1-y=z & { 1
—y=¢
Considerando um sistema de trés equacdes e trés incognitas com a condi¢do que define aretar e o

com a condicdo que define o plano ACG, podemos determinar as coordenadas do seu ponto de

interseccao:
x—1=z x=z+1 x=—4+1 x=-3
l-y=z o y=1-z = yzl—(—4) &< y=5
x+y-z=6 Z+1+1-4-z2=6 z=-4 z=-4

.. As coordenadas do ponto de interseccdo da reta r com o plano ACG sao (—3, 5, —4) .



2.3.

Tem-se que a amplitude do angulo OGP ¢ igual a amplitude do angulo formado pelos vetores GO
GO - GP

¢ GP . Assim, sendo aza amplitude desse 4ngulo, tem-se que cosa = — .
6o|x ep|

= G(2,6,2), pelo que GO =0 -G =(0,0,0)-(2,6,2)=(-2,-6,-2)

GO||=(=2)7 + (=6) + (-2) = a& =211

Logo,
= O ponto P tem a mesma abcissa e a mesma ordenada que o centro Q, da face [EF GH ] , pelo que

as suas coordenadas sdo da forma P( 1,5, ZP) ,com zp > 2.

O volume da piramide é dado por

R S — 7 =
EF” xQP _, 2 ><QP=4<:>§:4><3=3
3 3 4

Logo, P(1,5,2+3)=(1,5,5).
Assim, GP =P - G =(1,5,5) ~(2,6,2) =(~1,-1,3) e portanto
|G| = (~1)? +(~1)* + 32 = V1.
= cosa = GO GP _(22-6-2):(-L-13) 2+46-6_2 entdo o =85°

G—OH X “G—PH 2411 x /11 2x11 227 '

~. A amplitude do angulo OGP €, aproximadamente, 85°.



3.1.
Tendo em conta os acontecimentos seguintes:
A: “ O aluno escolhido € rapariga”

B: “ O aluno escolhido frequenta o 10°ano”

Sabe-se que P(Z U E’)=0,82 e que P(B ]A)z

SR

Assim,
P(AUB)=082eP(ANB)=082e1-P(ANB)=082s

& P(ANB)=1-0,82<P(A N B)=0,18
Por outro lado,

P(AnB) 1 1
P(A) 3w P(A) 3 0,18

& P(A)=0,54

=14

P(B|A)=%

De onde se conclui que P (A) =0,54.

3.2.
Temos um saco com cartdes numerados de 1 a 30.

Como queremos retirar quatro cartdes simultaneamente, o ndmero de casos possiveis é dado pela
~ . 30 . . ~ .
expressao: C, , pois trata-se de escolher do conjunto dos 30 cartdes existentes no saco

subconjuntos de quatro elementos.
Se os dois menores nimeros, dos quatro retirados simultaneamente, sdo os nimero 7 e 22, entdo
os restantes dois nimeros poderdo ser escolhidos entre os nimeros 23, 24, 25,26 ,27 ,28,29 ¢

30.
Isto é, o ndmero de casos favordaveis € dado pela expressao 8C2 pois, podemos fazer subconjuntos

de dois elementos de entre os oito disponiveis.

Assim, e tendo em conta a regra de Laplace, a probabilidade pedida é dado por:

Sc, 28
3°c4 27405

=0,001.

- A probabilidade de os dois menores nimeros saidos serem o 7 ¢ o 22 é aproximadamente

0,001.



4.1.

Determinemos as:

e Assintotas verticais:

A funcio f ¢ continua em ] 0,+00 [ , por ser o quociente de duas fun¢des continuas.

Uma vez que a fungdo f ¢ continua em] 0,+00 [, apenas a reta de equacdo x =0 podera ser

assintota vertical do grafico de f .

Tem-se:
lim f(x)= lim 20X =22 _
x— 0" x50 X B o* -

Portanto, a reta de equacdo x =0 ¢ a tinica assintota vertical do grafico de f .

e Assintotas horizontais:

. . Inx -
lim f(x)= lim — =0, limite notdvel.
X — +oo x>+ x

Portanto, a reta de equagcdo y =0 € uma assintota horizontal do grifico de f quando x tende para

+ oo . N#o existem outras assintotas horizontais porque o dominio de f € limitado inferiormente.



4.2.

f(x)>2ln(x)/\xeﬂ2+@M>21n(x)/\xeﬂ?+@M—2ln(x)>0/\xem+<:>
X X

C}ln(x)—2xln(x)>0/\xem+<:>

X X

In(x) (1 - 2x)

Como xeR", entio o sinal de s6 depende do sinal do numerador

ln(x) (1 - 2x) .
Calculemos os zeros da expressao ln(x) (1 - 2x) :
1n(x)(1—2x)=0<:>1n(x)=0v1—2x:0<:>x=1vx=%

Estudando a varia¢do do sinal vem:

X 0 l 1 +oo
2
ln(x) - - - 0 +
(1—2x) + 0 - — _
ln(x)(1—2x) - 0 + 0 -

1
Conclui-se que o conjunto solugdo da condigdo f (x) > 21n(x) ¢ o intervalo }5 , 1[ )

43

Comecemos por determinar a expressao analitica da primeira derivada de g.

1
, kK mxY (k) (Inx koo I i oy
gX)=|—+— | =~ |+ —| =7+ 2 = 2 :

X X X X X X X

Para cada valor de k € R , a fung¢do g € derivdvel em R*.
Como g é uma fungdo derivavel em R* e tem um extremo relativo em x = 1, entdo g'( 1 ) =0.

Resolvendo esta equacdo em ordem a k, vem:

g’(l)zO@#zO@—k+lz0@k:1

Assim, k=1.



Desenvolvendo a expressao dada, vem:

2
cosQ 27 2 4x senct cosa cos’
2x seno + =4x"sen"o + + 5
X X X

= 4x2 sen2

cos” o
o + 4seno coso + 5 ,comx#0
X

Neste desenvolvimento, o termo independente de x € igual a 1, pelo que,

4 sencx cosox =1 < 2sen(2a) =1.

Determinemos os valores de o € |7, 27| que verificam a condigio: 2sen( 20 )=1.

zsen(za):lAae]n,zn[@sen(za):éwe]n,zn[@
<:>sen(2a)=sen%/\ae]7t,27r[<:>
@(2a=%+2kﬂ:v2a=(n—%)+2kn’j/\ keZraeln 2n|[e

b4 Sn
(:)(a:a+k7tva:§+kﬂ)/\keZ/\ae]n,Zﬂ[

V3 Sz
Sek=0,entfioax=— ¢ ot = —;
12
137 177
Sek=1,entdo c=— e ¢ =—;
12
25w 297
Se k=2 ,entdo o = e o= .
12
137 17z
Assim, os valores de ¢ € ]71', 27[[ que verificam a condi¢do 2sen( 2oc) =1 sd30: — e —

22 12



6.1.

Representando na calculadora grafica o grafico da funcdo d, definida por d ( t ) =30+t Xsenm ,

pois t€[0,6] e a reta de equagdo d = 27, ,

(reproduzidos na figura ao lado) podemos observar

que a reta interseta o grafico da fun¢do d, naquele

27

|
p

- Y S —

intervalo, em 4 pontos, pelo que o nimero de

solugdes da equagdo d ( t ) =27, no intervalo

[0.6],¢4.

No contexto da situac@o descrita, a existéncia de 4 ~©
solucdes no intervalo [0 , 6] , significa que a crianca esteve a uma distancia de 27 decimetros do

muro, por quatro vezes, nos primeiros seis segundos.

6.2.
No instante inicial as hastes estao na vertical e a distincia ao chdo é de 4 dm, e, no mesmo instante

a distancia ao muro é dada por:
d(0)=30+0><sen(7z'><0)=30+0=30dm

Passados treze segundos e meio a distancia ao chido

é de 4,2 dm e a distancia ao muro é dada por:

muro

d(13,5) =30 + 126271 x sen(m x 13,5) =

=30 +12¢° x sen(m x 13,5) = 27,32dm r;-JT --------------------------
4, 4,2
1

Assim, podemos considerar um tridngulo

retangulo, cuja hipotenusa tem o comprimento da haste ( 4 ), um dos

catetos mede h+4-42=h-0,2 e o outro cateto mede

d(0)-d(13,5)=30-27,32=2,68. 0.2

E assim, recorrendo ao teorema de Pitdgoras, um valor aproximado

do comprimento da haste é dado por:

AAAAAA d Sl

268 — 42
! N

W2 =(h-02) +2,682 < h® =% -0,4h+022 +2,68% &

0,27 +2,68°
0.4

k— e~

&0,4h=02%+2.68° = h

0,2° +2,68°
Como T =~ 18, o valor do comprimento da haste, arredondado as unidades, é 18 dm.



